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1 Definition, Satz, Beweis

Eine Definition fiihrt eine neue Eigenschaft basierend auf bekannten Konzepten
ein, z.B.

Definition 1.1. Die Menge der natiirlichen Zahlen ist N = {0,1,2,...}. Die Menge
der ganzen Zahlen ist Z ={...,—2,—1,0,1,2,...}.

Wenn man dann weifs, was ganze Zahlen sind, kann man diese weiter unterschei-
den.

Definition 1.2. Eine ganze Zahl n heifit gerade, wenn sie durch zwei (ohne Rest)
teilbar ist. Ansonsten heifst sie ungerade.

Beispiele werden oftmals verwendet um Definitionen zu veranschaulichen.

Beispiel 1.1. Somit sind z.B. —2, 0, 2, 4, 6, 42 gerade Zahlen. Ungerade Zahlen
sind etwa —11, 1, 3, 5, 21. Hingegen sind a, b, m keine natiirlichen bzw. ganzen
Zahlen.

Ein Satz (oftmals auch Lemma oder Theorem genannt) trifft Aussagen iiber
bestimmte Zusammenhénge. Dabei treffen Sdtze oft bestimmte Voraussetzungen
(Primissen). Nur, wenn diese Voraussetzungen erfiillt sind, muss auch die Folge-
rung des Satzes (Konklusion) erfiillt sein. Im nachfolgenden Satz ist die Pramisse,
dass n eine ganze und gerade Zahl ist. Falls die Pramissen erfiillt sind, so gibt es
eine ganze Zahl a, welche die Hilfte von n ist. Uber eine ungerade Zahl n macht
nachfolgender Satz keine Aussage.

Satz 1.1. Sein eine ganze Zahl. Wenn n gerade ist, dann gibt es eine ganze Zahl a,
sodass n = 2a.

Um sich selbst (und Kollegen) von der Giiltigkeit solcher Sétze zu {iberzeugen,
muss man sie beweisen. Meist muss man dazu die Definitionen von bestimmten
Eigenschaften ausnutzen. Obiger Satz trifft eine Aussage iiber unendlich viele ge-
rade Zahlen (iiber ungerade Zahlen wird nichts ausgesagt). Um solch eine Aussage
zu beweisen, reicht es nicht aus, den Satz fiir bestimme Werte (z.B. —2, 0, 2, 4)
zu lberpriifen, sondern wir miissen fiir alle geraden Zahlen argumentieren.
Beweis von Satz 1.1: Sei also nun n eine beliebige gerade Zahl. Aus Definition 1.2
wissen wir, dass n ohne Rest durch 2 teilbar ist, d.h. es gibt eine ganze Zahl ¢,
sodass n + 2 = ¢. Mit anderen Worten ist ¢ der Quotient von n durch 2. Somit
gilt aber aufgrund von Aquivalenzumformung auch, dass n = 2¢. Wir wihlen in
Satz 1.1 also a = ¢ und haben die Behauptung bewiesen. O

Um das Ende eines Beweises zu markieren, verwendet man oftmals am rechten
Rand des Blattes das Zeichen [.



1 Definition, Satz, Beweis

In Satz 1.1 haben wir eine bestimmte Struktur einer Aussage gesehen. Wenn
bestimmte Vorbedingungen (Pramissen) erfiillt sind, dann folgt daraus eine ge-
wisse Konsequenz (Konklusion). Diese Wenn-dann Sétze werden uns noch ofter
begegnen.

Wenn wir die Aussage von Satz 1.1 genauer anschauen, stellen wir fest, dass die
Riickrichtung ebenfalls gilt, also:

Satz 1.2. Sei n eine ganze Zahl. Wenn es eine ganze Zahl a gibt sodass n = 2a,
dann ist n gerade.

Beweis. Wir kénnen annehmen, dass n = 2a. Also ist n durch 2 ohne Rest teilbar
und somit ist (laut Definition 1.2) n gerade. O

Wenn ein Wenn-dann-Satz sowie seine Rickrichtung gilt, dann spricht man auch
von Genau-dann- Wenn-Sdtzen. Somit konnen wir aus den Sdtzen 1.1 und 1.2 eine
Folgerung (oftmals auch Korollar genannt) ableiten:

Folgerung 1.1. Sei n eine ganze Zahl. Dann ist n gerade, genau dann wenn es eine
ganze Zahl a gibt, sodass n = 2a.

Die beiden von uns gefithrten Beweise haben die Form eines direkten Beweises.
Direkte Beweise einer Aussage der Form Wenn A, dann B nehmen die Giltigkeit
von A an, um daraus die Giiltigkeit von B zu folgern. Oftmals ist es hingegen
einfacher einen Beweis indirekt zu fithren. Will man eine Aussage der Form Wenn
A, dann B indirekt beweisen, nimmt man an, dass A gilt, aber B falsch ist. Kann
man dann einen Widerspruch (Kontradiktion) herleiten, dann muss die Annahme
(dass B falsch ist) falsch sein (und somit B wahr sein). Wir demonstrieren die Idee
des indirekten Beweises nachfolgend.

Satz 1.3. Sei n eine ganze Zahl. Wenn n gerade ist, dann ist n + 1 ungerade.

Beweis. Geméfs eines indirekten Beweises nehmen wir an, dass n gerade ist und
dass

Annahme: n + 1 nicht ungerade

ist. (Also muss n + 1 laut unserer Annahme gerade sein.) Weil n gerade ist, gibt
es laut Satz 1.1 eine ganze Zahl a mit n = 2a. Weil n + 1 gerade ist (Annahme!),
gibt es laut Satz 1.1 eine ganze Zahl b mit n+ 1 = 2b. Einsetzen liefert 2a+1 = 2b
und Umformen/Herausheben ergibt 1 = 2(b — a). Somit ist 1 gerade (Satz 1.2),
was den gewiinschten Widerspruch liefert. n

1.1 Aufgaben

Aufgabe 1.1. Eine Zahl a heifst Vielfaches von einer Zahl b, wenn es eine ganze
Zahl ¢ gibt, sodass a = bc.



1 Definition, Satz, Beweis

a) Welche Zahl ist ein Vielfaches von der anderen?

b Ist a ein Vielfaches von b7 Bestimmen Sie jeweils den Wert fiir c.

L O DN NN = O OIRQ
WN =N~ O

[\]
(@)

b) Beweisen Sie den folgenden Satz:

Sei n eine ganze Zahl. Wenn n ein Vielfaches von 9 ist, dann ist n ein
Vielfaches von 3.

Aufgabe 1.2. Eine Zahl a dominiert eine Zahl b, wenn es eine natiirliche Zahl ¢
ungleich Null gibt, sodass a = b + c.

a) Fiir welche der folgenden Werte dominiert die Zahl a die Zahl b?
a b Dominiert die Zahl a die Zahl b7

0 0
0 1
1 0
5 3
7 8
-2 3
3 -2

b) Kennen Sie einen anderen Namen fiir das Dominieren?

c) Beweisen Sie den folgenden Satz:
Aus n dominiert m und m dominiert p folgt n dominiert p.

Hinweis: Formulieren Sie den Satz zuerst als Wenn-dann Satz.

Aufgabe 1.3. Beweisen Sie (mittels indirektem Beweis) den folgenden Satz:
Es gibt unendlich viele natiirliche Zahlen.
Aufgabe 1.4. Beweisen Sie die Rickrichtung von Satz 1.3.
Wenn n + 1 ungerade ist, dann ist n gerade.

Aufgabe 1.5. (Russels Barbier)
Das Barbier-Paradoxon zeigt, dass man beim Einfiihren von Definitionen achtsam
sein muss.



1 Definition, Satz, Beweis

Definition 1.3. Ein Barbier ist jemand, der genau diejenigen rasiert, die sich nicht
selbst rasieren.

Die Frage ist nun, ob sich ein Barbier selbst rasiert oder nicht.



2 Summen und Produkte

Endliche Summen

T+ ... +x,

werden oft kurz als .

Z x; bzw. Z x;

i=1 1<i<n
geschrieben. Gleiches gilt fiir Produkte, d.h.

Ty...%p

wird als .

H x; bzw. H T;

i=1 1<i<n
geschrieben.

Definition 2.1. Fiir eine natiirliche Zahl n heifst das Produkt

n

I1:

i=1
die Fakultdt von n, welche iiblicherweise auch als

n!

geschrieben wird.

Beispiel 2.1. Es gilt 1! =1, 2! =2, 3! =6, 4! = 24.

2.1 Aufgaben
Aufgabe 2.1. Berechnen Sie Zahlenwerte fiir:
a)
10
> i
i=1



2 Summen und Produkte

I]:

i=1
d)
6!

Aufgabe 2.2. Seien ay,...,a,,b1,...,b,,c1,...,c, ganze Zahlen. Welche der fol-
genden Gleichheiten gelten, welche nicht?

a)



3 Mengen

In Kapitel 1 haben wir bereits mit den Mengen der natiirlichen bzw. ganzen Zahlen
gearbeitet. In diesem Kapitel werden wir uns genauer mit Mengen beschéftigen.
Eine Menge bezeichnet eine Ansammlung von verschiedenen und unterscheidbaren
Elementen. Endliche Mengen konnen somit als Aufzéhlung ihrer Elemente angege-
ben werden. Dazu verwenden wir (wie bereits in Kapitel 1) geschweifte Klammern.

M ={1,5,12,a,b}

Die Menge M besteht also aus den Zahlen 1, 5, 12 und den Buchstaben a und b. Die
leere Menge {} wird oft auch als @ geschrieben. Fiir unendliche Mengen verwenden
wir oft die Ellipse (...), wenn klar ist, wie die fehlenden Elemente aussehen. Auch
das haben wir bereits verwendet:

N=1{0,1,2,...}
Z={.,-2-1,01,2,..}

Insbesondere spielt die Reihenfolge und die Haufigkeit der Elemente keine Rolle.
Wir schreiben a € M, wenn a ein Element der Menge M ist und a ¢ M, wenn a
kein Element der Menge M ist.

Beispiel 3.1. Es ist {1,2} = {1,1,2} = {2,1}. Weiters ist 1 € {1,2} und 3 ¢
{1,2}.

Mengen kénnen auch durch Bedingungen angegeben werden.
Beispiel 3.2. Die Menge der geraden Zahlen kann als
{n € Z | es gibt ein a € Z mit n = 2a}

geschrieben werden. Dabei wird das Zeichen “|” als fiir-die-gilt gelesen.
Definition 3.1. Seien M und N Mengen, dann heifst

e MNN={a|aeMund a € N} der Schnitt,

e MUN ={a|a€ M oder'a € N} die Vereinigung,

e M\N={ae€ M|a¢ N} die (Mengen-)Differenz
von M und N.

'Hier bezeichnet oder das einschlieflende oder—im Gegensatz zum ausschlieBenden entweder-
oder.



3 Mengen

Beispiel 3.3. Seien M = {1,2,3} und N = {3,4,5,6}. Dann ist M N N = {3},
MUN ={1,2,3,4,5,6}, M\ N = {1,2} und N\ M = {4,5,6}.

Definition 3.2. Eine Menge M heiflt Teilmenge einer Menge N (geschrieben M C
N), wenn aus a € M auch a € N folgt.

Beispiel 3.4. Es gilt @ C M und M C M fiir jede Menge M. Weiters ist z.B.
{1,3} C {1,2,3,4}, aber {1, 3,5} C {1,2,3,4} gilt nicht. Wir schreiben dann auch
{1,3,5} Z {1,2.3,4}.

3.1 Beweise mit Mengen
Seien M und N Mengen. Um die Teilmengeneigenschaft (Inklusion)
MCN

zu zeigen, geniigt es nach der Definition, die folgende Wenn-dann Aussage zu
beweisen:

Wenn m € M, dann m € N.

Die Gleichheit von Mengen M und N kann bewiesen werden, indem man zwes
Behauptungen zeigt:

e Wenn m € M, dann m € N.

e Wennn € N, dannn € M.

3.2 Aufgaben

Aufgabe 3.1. Schreiben Sie die Menge der ungeraden natiirlichen Zahlen mit der
Notation von Beispiel 3.2.

Aufgabe 3.2. Seien M = {1,2,4} und N = {1, 3,4} Mengen. Berechnen Sie
a) MNN
b) MUN
c) M\ N
d) N\ M
Gilt M C N bzw. N C M?
Aufgabe 3.3. Seien M und N Mengen. Beweisen Sie
a) MC MUN

b) MNNCM



3 Mengen

c) M=(M\N)U(MNN)
Aufgabe 3.4. Seien M, N und P Mengen. Beweisen Sie
(MUN)NP=(MNP)U(NNP)
Aufgabe 3.5. Seien M, N und P Mengen. Beweisen Sie
(MNP)UNNP)C(MNN)UP
Warum gilt (M N N)U P C (M N P)U (N N P) nicht?
Aufgabe 3.6. Seien M und N Mengen. Beweisen Sie:
a) Wenn M \ N # &, dann M\ N Z M N N.

b) Wenn M\ N =@, dann M\ N C M N N.

10



4 Abbildungen

Definition 4.1. Seien M und N Mengen. Eine Abbildung' von M nach N ist eine
Vorschrift, die genau jedem m € M genau ein n € N zuordnet. Wir schreiben

f: M — N,mw~ f(m),
wenn [ eine Abbildung von M nach N ist, und nennen M den Definitionsbereich
und N den Bildbereich.

Beispiel 4.1. Sei P die Menge aller Produkte einer Firma. Dann ist f: P — N,
wobei p — f(p) eine Abbildung, die in der Praxis Preis genannt wird.

Beispiel 4.2. Sei M die Menge aller Mitarbeiter einer Firma. Dann ist die Zuord-
nung
f: M — M, m — Vorgesetzter von m

im Allgemeinen keine Abbildung (der Chef hat keinen Vorgesetzten).

Definition 4.2. Sei
f:M— N,m— f(m)

eine Abbildung. Dann heifit f(m) das Bild von m und m ist ein Urbild von f(m).
Die Menge {f(m) | m € M} C N heikt das Bild von f.

Wenn f: M — N eine Abbildung ist, dann hat jedes m € M genau ein Bild,
fir ein n € N kann es aber beliebig viele (auch kein) Urbild geben.

Beispiel 4.3. Sei
f:40,1,2} — {a,b,c},0 > b,1+—b,2—a

eine Abbildung. Der Definitionsbereich von f ist {0, 1,2}, der Bildbereich ist
{a,b,c}, das Bild ist {a,b}. Das Bild von 2 ist a. Das Element b hat die Urbilder
0 und 1. Das Element ¢ hat kein Urbild.

Beispiel 4.4. Sei

n
2 wenn n gerade
f:N—=Znw 2 &
—%5~ wenn n ungerade

eine Abbildung. Das Bild von 0 ist 0, das Bild von 1 ist —1, das Bild von 2 ist 1.

"'Wir verwenden die Begriffe Abbildung und Funktion synonym.

11



4 Abbildungen

Konvention 4.1. Eine Abbildung f: {1,...,k} — A, i — f(i) wird oft auch als
(f(1), f(2),..., f(k)) geschrieben und heit dann ein k-Tupel. Fiir k = 2 bzw.
k = 3 nennt man ein k-Tupel auch Paar bzw. Tripel.

Beispiel 4.5. Das Paar (a, b) entspricht der Abbildung {1,2} — {a,b},1+ a,2 — b.
Das Paar (b, b) entspricht der Abbildung {1,2} — {a,b}, 1~ b,2 — b.

Bemerkung 4.1. Im Gegensatz zu Mengen kommt es bei Tupeln auf die Reihen-
folge an. Es gilt {a,b} = {b,a}, aber (a,b) # (b, a). Weiters ist {a,a} = {a}, aber
(a,a) # (a).

Definition 4.3. (Kartesisches Produkt)

Seien A und B Mengen. Dann heift Ax B := {(a,b) | a € A,b € B} das kartesische
Produkt von A und B.

Beispiel 4.6. Fiir A = {1,2,3} und B = {a, b} ist

Ax B={(1,a),(1,b),(2,a),(2,b),(3,a),(3,b)},
aber

B x A={(a,1),(a,2),(a,3),(b1),(b,2),(b,3)}.
4.1 Aufgaben

Aufgabe 4.1. Die Abbildung f in Beispiel 4.4 hat eine besondere Eigenschaft.
Jedes Element im Bild von f hat genau ein Urbild. Somit kann man die Abbil-
dungsvorschrift von f auch umkehren. Ergénzen Sie die Abbildung g, sodass Sie
die Umkehrung von f berechnet.

wenn 2

wenn 2

g:Z—>N,zn—>{

Aufgabe 4.2. Welche der folgenden Vorschriften sind Abbildungen, welche nicht?
Bestimmen Sie fiir alle Abbildungen (i) Definitionsbereich, (i) Bildbereich und
(iii) Bild.

2)
f: @ —{a}
b)
f:{0} = {a},0—a
c)
f:{0} = {a,b},0—a
d)

f:{0,1} = {a,b},0—a

12



4 Abbildungen

e)
f:{0,1} = {a,b},0— a,1—a
)
f:{0,1} —- {a,b},0—~a,1—b
g)
f:{0,1} = {a,b},0—~ a,0— b
h)
f:{0,1} = {a,b},0 — a,1— ¢
i)
f:{0,1} = {a,b,¢c},0— a,1+— b2+ ¢
i)
N—-Nn—n-1
k)
N—Zn—n-—1
1)
N—-Nn—n+1
m)

N—>Zn—n+1
Aufgabe 4.3. Betrachten Sie die Abbildungen aus Aufgabe 4.2.

a) Welche Abbildungen kann man als Tupel schreiben? Geben Sie die zugeho-
rigen Tupel jeweils an.

b) Gehen Informationen in der Tupelschreibweise verloren? Wenn ja, welche?

13



5 Vollstandige Induktion

Sei m eine fest gewahlte natiirliche Zahl, z.B. m = 0 oder m = 1. Eine Aussage
A(n) soll fiir alle natiirlichen Zahlen n > m gezeigt werden. In diesem Fall gehen
wir wie folgt vor:

e INDUKTIONSBASIS: Wir zeigen A(m), d.h., dass A fiir den Basiswert m gilt.

e INDUKTIONSSCHRITT: Sei nun k > m. Wir zeigen: Wenn A(k), dann A(k+1).

Dann gilt A(n) fiir alle n > m.

Die Annahme im Induktionsschritt, dass A(k) gilt, wird auch Induktionsannah-
me oder Induktionshypothese genannt.

Wir wenden das Prinzip der Induktion an, um folgenden Satz zu beweisen.

Satz 5.1. Fiir alle natiirlichen Zahlen n > 1 gilt:
n? > 2n

Beweis. Wir beweisen die Aussage mittels vollstindiger Induktion. Im Basisfall
ist m = 2 und somit m?> = 4 > 4 = 2m. Im Induktionsschritt ist k > 2. Die
Induktionshypothese lautet k* > 2k. Zu zeigen ist (k + 1) > 2(k + 1), was leicht
nachgepriift werden kann:

(k+12 =k +2k+1>2k+2k+1=2k+4+1>2k+2=2(k+1)

Dabei verwenden wir die Induktionshypothese im zweiten Schritt und k > 2 im
dritten Schritt. []

Satz 5.2. Fiir alle natiirlichen Zahlen n > 0:

ii _n(n+1)
i
=0
Beweis. Wir beweisen die Aussage mittels vollstiandiger Induktion. Im Basisfall ist
m=0und ) " i=0= %. Im Induktionsschritt ist k > 0. Die Induktionshypo-

these lautet Zf:oi = @ Wir zeigen Zf:oll = —(k“);k”),

k+1 k
Zz_;i: (2_;@) +(k+1):@+(k+l):k(k+1)42r2(k+1) _ (k+1)2(k+2)

Wir verwenden die Induktionshypothese im zweiten Schritt. [

Im Informatikstudium werden Sie noch andere Arten der Induktion kennen ler-
nen. Einige davon sind nicht iiber den natiirlichen Zahlen, sondern iiber Daten-
strukturen. Es kann auch mehrere Basisfille geben.

14



5 Vollstandige Induktion

5.1 Aufgaben

Aufgabe 5.1. Beweisen Sie mittels vollstandiger Induktion, dass fiir alle natiirli-
chen Zahlen n > 3:
n? > 2n

Aufgabe 5.2. Beweisen Sie mittels vollstandiger Induktion, dass fiir alle natiirli-
chen Zahlen n > 5:

2" > n?
Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe 5.1.

Aufgabe 5.3. Beweisen Sie mittels vollstandiger Induktion, dass fiir alle natiirli-
chen Zahlen n > 13:
4n* > 3n* 4 5n + 100

Aufgabe 5.4. Beweisen Sie mittels vollstindiger Induktion, dass fiir alle natiirli-
chen Zahlen n > 0:
n? 4 n ist eine gerade Zahl.

Aufgabe 5.5. Beweisen Sie mittels vollstandiger Induktion, dass fiir alle natiirli-
chen Zahlen n > 0:

> (2i—1)=n’

i=1
Aufgabe 5.6. (Hilberts Hotel)
In der Unendlichkeit konnen oft Phdnomene auftreten, die der Intuition wider-
sprechen. Deshalb sind induktive Beweise wichtig, weil wir damit Aussagen iiber
unendlich viele Zahlen beweisen konnen. Das nachfolgende Beispiel soll die Pro-
blematik veranschaulichen:

Ein Hotel hat unendlich viele Zimmer. Jedes Zimmer ist belegt.

a) Ein weiterer Gast kommt ins Hotel und bittet um Unterkunft. Kann seinem
Wunsch entsprochen werden?

b) Ein Bus mit unendlich vielen Gésten kommt an. Kénnen die Géste im Hotel
untergebracht werden?

15



6 Matrizen

Definition 6.1. Seien m,n € N. Eine m x n-Matrix A iiber R ist eine Abbildung
A:{l,....m} x{1,....,n} = R, (i,j) — A(¢, 7). Wir schreiben A(3, j) oft als A;;.

Im Folgenden betrachten wir Matrizen iiber ganzen Zahlen, das heift R = Z.
In der Mathematik /Informatik werden Matrizen oft iiber allgemeinere Strukturen
gebildet.

Konvention 6.1. (Matrizenschreibweise)

Wir schreiben Matrizen meist als zweidimensionale Felder.

Die 2 x 3-Matrix A: {1,2} x {1,2,3} — Z, (1,1) — 1, (1,2) — 2, (1,3) — 3,
(2,1) — 4, (2,2) — 5, (2,3) — 6 entspricht dann

12 3
A_<456)

Fiir eine m x n-Matrix nennen wir m x n die Dimension, m die Anzahl der Zeilen
und n die Anzahl der Spalten der Matrix.

Definition 6.2. (Matrizenaddition)
Seien A und B zweil m X n-Matrizen. Die Summe von A und B ist definiert wie
fOlgtI S:=A + B, wobei Sij = Aij + Bz]

Die Addition von zwei Matrizen erfolgt komponentenweise.

Beispiel 6.1. Wir erhalten

123) (642 (765
45 6 53 1) \9 87

Definition 6.3. (Matrizenmultiplikation)
Sei A eine m x n-Matrix und B eine n X p-Matrix. Das Produkt P von A und B ist
eine m x p-Matrix und definiert wie folgt: P := A- B, wobei P;; = Zlgkgn A Byj.

Beispiel 6.2. Wir erhalten

(1 2 3)_ 2 11 _(29 15)
45 6) |, , 68 39
Wegen
2 4 18 24 30
6 1 (i§2>: 10 17 24
5 3 17 25 33

ist die Matrizenmultiplikation im Allgemeinen nicht kommutativ.

16



6 Matrizen

6.1 Aufgaben

Aufgabe 6.1. Betrachten Sie die Matrizen
2 1

2 4 3 1 1

a=(55) m={os] e=(123)

Berechnen Sie alle (méglichen) Summen und Produkte von je zwei Matrizen.

Aufgabe 6.2. Sei A eine m x n-Matrix.
a) Finden Sie eine Matrix B, sodass A+ B = A.
b) Finden Sie eine Matrix C, sodass A - C' = A.

Hinweis: Welche Dimensionen miissen die gesuchten Matrizen haben?

Aufgabe 6.3. Finden Sie eine Matrix B, sodass

G De=6)

Hinweis: Die Matrix B hat auch nicht-ganzzahlige Eintrage.

17
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