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Wenn Sie Texte schreiben, nutzen Sie alle sicher immer wieder die Suchen/Ersetzen-
Funktion. Und beim Lesen von Texten im Web-Browser oder in PDF-Dateien suchen
Sie sicher 6fters nach bestimmten Wortern. Die Zeichenkettensuche ist wohl eine der am
haufigsten am Computer verwendeten Funktionen iiberhaupt. Sie ist allgegenwértig und
offensichtlich einfach zu implementieren, sollte man meinen. Einfach den Text sequenziell
durchgehen und an jeder Stelle nachpriifen, ob er hier mit der gesuchten Zeichenkette
iibereinstimmt.

Bei genauerem Hinsehen stellt sich heraus, dass es weit bessere Algorithmen gibt als dieses
einfache Verfahren. Zeichenkettensuche ist ein gutes Beispiel dafiir, wie man durch ge-
naues Hinsehen und systematisches Schlussfolgern fiir scheinbar einfache Probleme neue,
trickreiche, elegante, effiziente Algorithmen finden kann.

1 Problemstellung und Brute-Force-Algorithmus

Video 1 beginnt hier.

Pattern Matching (Musterabgleich) [Slide 1]

Gegeben: Zwei Zeichenketten T'[0, ..., n — 1] ( ) und P[0, ...,m —1] ( )
).

Gesucht: Der Index des ersten Vorkommens von P in T' (oder die Indizes aller

Vorkommen), oder andernfalls —1.
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Die Suche nach Wortern in einem Text ist eine alltigliche Funktion, die uns Textverar-
beitungen und Webbrowser bieten. Wie kann diese effizient implementiert werden? Diese
Frage ist iiberraschend interessant.

Beginnen wir mit einer prazisen Formulierung des Problems. Gegeben sind zwei Zeichen-
ketten T der Lange n und P der Lange m. Gesucht ist der Index des ersten Vorkommens
von P in T, oder —1 falls P iiberhaupt nicht in 7' vorkommt.

Etwas allgemeiner kénnen wir auch nach allen Vorkommen von P in T fragen. Diese
Erweiterung ist jedoch trivial, und wir konzentrieren uns hier auf das Auffinden des
ersten Auftretens von P in T.

P steht fiir das englische Pattern, also Muster, und T steht fiir Text. Wir suchen ein gege-
benes Muster in einem Text. Zeichenkettensuche in Text ist jedoch lediglich ein Spezialfall
des allgemeinen Problems, eine Mustersequenz P in einer Sequenz 1" zu finden. Beispiels-
weise kann es sich bei den Sequenzen auch um Zahlen handeln, oder um Basenpaare in
einer DNA-Sequenz.

Ein -Algorithmus [Slide 2]

Algorithm findBrute(T', P):
Require: a text T of n characters and a pattern P of m characters.
Ensure: Return the lowest index at which P begins in T (or else —1).
for j+ 0 to n—m do // try every starting index j within T

k<« 0 // k is index into P
while k <m and T[j+ k] = P[k] do // kth char of P matches
k<« k+1
if k=m then // if we reach the end of P,
return j // substring T[j,...,j+m — 1] is a match
return —1 // search failed

Laufzeit: O(nm)

Um ein Muster in einem Text zu finden, liegt es nahe, den Text Zeichen fiir Zeichen
durchzugehen. Beginnend mit dem aktuellen Zeichen des Texts, vergleichen wir den Text
Zeichen fiir Zeichen mit dem Muster. Falls ein Zeichen dabei nicht iibereinstimmt, riicken
wir ein Zeichen im Text vor und beginnen den Vergleich mit dem Muster von vorne.

Hier sehen wir dieses naive Verfahren formalisiert als Algorithmus. In der &ufleren Schleife
gehen wir den Text T' Zeichen fiir Zeichen von vorne bis hinten durch. Bei jedem Zeichen
j priifen wir nach, ob bei T'[j] das Muster P beginnt.

Dies tun wir mittels der inneren Schleife, deren Laufvariable k iiber die Zeichen von P
iteriert. Treffen wir dabei auf zwei zwischen T und P verschiedene Zeichen, dann brechen
wir die innere Schleife erfolglos ab und setzen die duflere Schleife fort.

Erreichen wir hingegen das Ende von P, dann haben wir eine Instanz von P in T gefunden.
In diesem Fall endet der Algorithmus, und liefert den Index j des ersten Zeichens von P
in T zuriick.

Erreicht die duere Schleife das Ende von T', dann wissen wir, dass T' das Muster P nicht
enthélt. Der Algorithmus meldet dies mit dem Riickgabewert —1.

Brute-Force: Beispiel [Slide 3]

Beobachten wir diesen Algorithmus in Aktion. Wir suchen hier das Muster abrakadabre
im grau hinterlegten Text. Jede Zeile entspricht einer Iteration j der dufleren Schleife.
Der obere der beiden dunkelblauen Ringe markiert T'[j + k] in der inneren Schleife, und
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der untere blaue Ring markiert P[k]. Sind diese beiden Zeichen identisch, dann wird das
entsprechende Feld in Zeile j griin hinterlegt, ansonsten rot.

Bei jedem ungleichen Paar, rot markiert, bricht die innere Schleife ab, und die &uflere
beginnt ihre néchste Iteration, hier dargestellt in einer neuen Zeile. Dabei riickt das
Muster P um ein Zeichen vor, und die innere Schleife beginnt von vorne.

Beachten Sie, dass die beiden dunkelblauen Ringe bei jeder neuen Zeile wieder an den
Anfang des Musters zuriickspringen.

Was ist die Laufzeit dieses Algorithmus? Wir haben zwei verschachtelte Schleifen. Die
innere Schleife iteriert iiber die Lange m des Musters P und enthilt ausschlielich Anwei-
sungen mit konstanter Laufzeit. Damit hat die innere Schleife eine asymptotische Laufzeit

von O(m).

Die duBlere Schleife iteriert iiber die Léange n von T', minus der Lénge m des Musters P.
Das Muster kann beliebig kurz sein. Also iteriert die duflere Schleife O(n) Mal.

Die komplexeste Anweisung innerhalb der dufleren Schleife ist die innere Schleife mit
Laufzeit O(m). Weiters existiert dort neben der dufleren Schleife lediglich die return-
Anweisung mit konstanter Laufzeit. Daher ist die Gesamtaufzeit von findBrute()

O(nm).

Brute-Force: Beispiel [Slide 4]

a|b|r|alk|ald|a|b|r|a alble|r alb|r|alk|a|d|a|b|r|e
albjr|lalkla|d|alb|r|e
albjr|lalkla|d|alb|r|e
albjr|alklal|d|a|b|r|e
a|b|r|lalk|a|d|a|b|r|e
alb|r|alk|a|d|a|b|r|e
alb|r|alk|a|d|a|b|r|e
alb|r|alk|a|d|a|b|r|e
alb|r|alk|a|d|a|b|r|e
alb|r|alk|a|d|a|b|r|e
alb|r|alk|a|d|a|b|r|e
alb|r|alk|a|d|a|b|r|e
alb|r|alk|a|d|a|b|r|e
alb|r|alk|a|d|a|b|r|e
alb|r|alk|a|d|a|b|r|e
alb|r|alk|a|d|a|b|r|e
a|bfr|alk|a|d|a|b|r|e
albfr|alk|a|d|a|b|r|e
albfr|lalkla|d|alb|r|e

Griine Felder markieren Ubereinstimmungen zwischen T'[j+k] und P[k], rote Felder
Nicht-Ubereinstimmungen.



Erklarung

Brute Force: ein schlechtester Fall [Slide 5]

alalalblajalalblalalalbl|alalalb
alalala
alalala
alalala
alalala
alalala
alalala
alalala
alalala
alalala
alalala
alalala
alalala

alalala

Die hier gezeigte Matrix hat n—m+1 Zeilen, also belegt das diagonale Band genau
(n —m + 1)m = nm + m — m? Felder. Da n mindestens so grof§ sein muss wie m,
sind dies ©(nm) Felder.

In diesem Beispiel beinhalten mehr als die Halfte der Felder dieses diagonalen
Bands Vergleiche, also sind dies ©(nm) Vergleiche.

Eine engere Charakterisierung der asymptotischen Laufzeit mittels Gro$-O ist nicht mog-
lich.

Hier sehen wir ein Beispiel eines schlechtesten Falls. Wir suchen das Muster aaaa im Text
aaabaaabaaabaaab. Bei jeder Iteration der &ufleren Schleife findet eine maximale Anzahl
Vergleiche in der inneren Schleife statt. Zur Erinnnerung: Jedes farbige Feld entspricht
einem Vergleich. Griine Felder markieren gleiche Paare, und rote Felder ungleiche Paare.

Wir sehen, dass das Muster P sich als diagonales Band der Breite m durch die Matrix
zieht. Diese Matrix hat n — m + 1 Zeilen, also belegt dieses diagonale Band genau (n —
m + 1)m Felder. Da n mindestens so grof§ sein muss wie m, sind dies ©(nm) Felder.

Anhand der Dreiecksstruktur der farbigen Felder sehen wir anschaulich, dass mehr als die
Halfte der Felder dieses diagonalen Bands tatséichlich Vergleiche beinhalten. Wir haben
in diesem Beispiel also ©(nm) Vergleiche.

Wenn wir uns diese Vergleiche anschauen, dann sehen wir, dass wir viele Zeichenpaare
wiederholt miteinander vergleichen. Beispielsweise vergleichen wir das zweite a des Textes
mit dem zweiten a des Musters, und nach dem Vorriicken des Musters um ein Zeichen
vergleichen wir das zweite a des Textes mit dem ersten a des Musters.

Dabei ist dies eigentlich vollig unnétig! Wenn wir irgendwie ausnutzen kénnen, dass die
ersten drei Zeichen des Musters identisch sind, dann kénnen wir uns diese redundanten
Vergleiche sparen.
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Knuth-Morris-Pratt- Algorithmus

Video 2 beginnt hier.

Der Knuth-Morris-Pratt-Algorithmus (KMP) [Slide 6]

Beobachtung: Wenn der Brute-Force-Algorithmus zum néchsten Zeichen n schrei-
tet, verwirft er alle Informationen, die er bei den erfolgreichen Vergleichen tiber m
gesammelt hat.

Idee: Bei Nicht-Ubereinstimmung des aktuellen Zeichens,

e verschiebe das Muster so weit wie maoglich nach rechts;
o vermeide redundante Vergleiche.

Motivierendes Beispiel:

a

birialk|al|d|a|b|r|a

a

birialk|al|d|a|b|r|e

albjrialk|al|d|alb|r|e

o Bei der Nicht-Ubereinstimmung zwischen a und e (rot) wissen wir aufgrund
der vorhergehenden Vergleiche und der Struktur von P, dass die néchst-
mogliche Ubereinstimmung des abr des Musters P beim des
soeben erfolgreich verglichenen Textabschnitts abrakadabr liegt. Wir kon-
nen das Muster also bis dorthin verschieben und dabei geschlagene 6 Felder
iiberspringen.

« Aufgrund dieser bereits bekannten Ubereinstimmung zwischen diesem Prifix
von P mit dem Suffix des letzen Textabschnitts miissen diese nicht mehr
miteinander verglichen werden (blau).

Wichtig

Die Information, wie weit wir das Muster P vorriicken kénnen, kénnen wir im Voraus
berechnen. Sie héngt nicht vom Text T" ab, da hier beide identisch sind (griin).

Wir haben gesehen, dass der Brute-Force-Algorithmus viele redundante Vergleiche aus-
fihrt, weil er nicht ausnutzt, wo das Muster sich selbst dhnelt.

Das Vermeiden solcher redundanter Vergleiche ist die Grundidee des von James Morris
entwickelten Musterabgleich-Algorithmus. Er wurde unabhéngig und fast zeitgleich von
Donald Knuth entdeckt und einige Jahre spater, 1977, von Knuth, Morris und Vaughan
Pratt vertffentlicht.

Um ihren Ansatz zu motivieren, schauen wir uns dieses Beispiel an. Wir suchen die
Zeichenkette abrakadabre, finden jedoch abrakadabra. Erst der letzte Buchstabe des
Musters stimmt mit dem Text nicht iiberein.

An dieser Stelle wiirde der Brute-Force-Algorithmus das Muster um ein Zeichen vorrii-
cken, wieder von vorne beginnen, und damit alles wieder verwerfen, was wir durch die
vorhergehenden Vergleiche iiber den Text erfahren haben.

Wir haben namlich etwas sehr Wichtiges iiber den Text erfahren: Wir wissen nun, dass
die ersten 10 Zeichen des Texts mit den ersten 10 Zeichen des Musters identisch sind
(hier griin hinterlegt). Aufgrund der Struktur des Musters kénnen wir nun erschlieflen,
dass das Muster bei Vorriickung um 1 bis 6 Zeichen unméglich dem Text gleichen kann.



Erst bei Vorriickung um 7 Zeichen miissen wir wieder aufpassen. Hier ndmlich stimmen
die ersten 3 Zeichen des Musters mit den letzten 3 bereits verglichenen Zeichen des
Texts iiberein. Mit anderen Worten: An dieser Stelle ist das 3 Zeichen lange Suffiz abr
des zuletzt erfolgreich verglichenen Texts mit dem Prifiz abr des Musters identisch.

Bei kiirzerer Verschiebung kann keine Ubereinstimmung méglich sein, denn dann wire
das mit dem Text iibereinstimmende Prafix des Musters entsprechend langer.

Da also bei kiirzerer Verschiebung keine Ubereinstimmung méglich ist, kénnen wir fiir
unseren néchsten Vergleichsversuch unser Muster um ganze 7 Zeichen vorriicken. Damit
haben wir schon einmal jede Menge Zeit gespart.

Zweitens wissen wir bereits, dass die Zeichen abr hier zwischen Muster und Text iiber-
einstimmen. Hier sparen wir also noch mehr Zeit, indem wir diese nicht noch einmal
vergleichen. Darum sind diese Zeichen hier blau hinterlegt.

Woher genau wissen wir, dass wir aufgrund der Struktur des Musters erst nach 7 Zeichen
Vorriickung wieder mit einer Ubereinstimmung mit dem Text rechnen miissen? Und woher
genau wissen wir, dass wir die ersten drei Zeichen des Musters diesmal iiberspringen
kénnen?

Diese Information konnen wir unabhéngig vom Text vorausberechnen, denn der Text ist
ja bis hier mit dem Muster identisch! Genau diese Information wurde vom Brute-Force-
Algorithmus verworfen.

Um es noch einmal zu betonen: Die entscheidende Information ist die Léange der langsten
Zeichenkette, die sowohl ein Préafix des Musters ist, als auch ein Suffix des zuletzt erfolg-
reich verglichenen Textabschnitts. Da dieser Textabschnitt mit dem Muster identisch ist,
finden wir ihn an entsprechender Stelle im Muster.

KMP: Failure-Funktion [Slide 7]

f (k) =
o die Lange des lingsten des Musters P, das ebenfalls ein von
P[1,..., k] ist, also

P[0] wird ausgelassen, da das Muster immer um mindestens 1 Zeichen wei-
tergeschoben wird.

Ubung: Was passiert, wenn wir hier P[1,...,k] durch PJ0,..., k] ersetzen?

o wie viele der unmittelbar vorhergehenden Zeichen ohne wiederholten Vergleich
fiir den néchsten Musterabgleich-Versuch wiederverwendet werden kdnnen:

k 01 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Pkl a b r a k a d a b r e
fF&) 00 01 01 0 1 2 3 0

Was wir vorausberechnen miissen, ist also fiir jeden beginnenden Teilabschnitt von P
die Lange seines langsten Prifix, das ebenfalls sein Suffix ist. Dies ist genau die An-
zahl Zeichen am Anfang des Musters, die wir nach seinem Vorriicken nicht noch einmal
vergleichen miissen.

Erklarung

Diese Prifix-Lingen formalisieren wir hier mit der sogenannten Failure-Funktion f(k).
Diese ist ein Array mit m Zellen, deren Wert f(k) die Lange des lingsten Prifix des
Musters P enthilt, das ebenfalls ein Suffix des nach dem Index k abgeschnittenen Musters
ist. Auch den Index 0 von P beriicksichtigen wir beim Suffix nicht, da das Muster immer
um mindestens ein Zeichen vorriicken muss.

Sehen wir unten die Failure-Funktion f(k) fir unser Muster P = abrakadabre. Wir
betrachten immer Prifixe des gesamten P, und f(k) ist die Linge des langsten Prafix
von P, das auch ein Suffix von P[1, ..., k] ist.
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Bei k =0 ist P[1,..., k] leer, also ist f(0) immer 0.

Bei k =1 ist hier das Priifix a kein Suffix von b, also ist f(1) = 0. Ebenso ist bei k = 2
weder das Prifix a noch das Prifix ab ein Suffix von br. Daher ist f(2) = 0.

Bei k = 3 ist in der Tat das Prifix a ein Suffix von bra. Die lingeren Préfixe ab und abr
sind jedoch keine Suffixe von bra, also ist f(3) = 1. Auf dieselbe Weise sind auch f(5)
und f(7) = 1.

Bei k = 8 ist das Prifix ab das langste Suffix von brakadab, also ist f(8) = 2. Das néchste
Zeichen stimmt ebenfalls iiberein: abr ist ein Suffix von brakadabr, also ist f(9) = 3.

Wie genau diese Tabelle f(k) effizient berechnet wird, stellen wir hier fiir einen Augen-
blick zuriick. Zunéchst schauen wir uns an, wie der Knuth-Morris-Pratt-Algorithmus f(k)
verwendet.

KMP: Algorithmus [Slide 8]

Algorithm findKMP(T', P):
Require: a text T of n characters and a pattern P of m characters.
Ensure: Return the lowest index at which P begins in T (or else —1).
if m =0 then return 0 // trivial search for empty string
f < computeFailKMP(P) // computed by private utility
j+0 // index into T
k+0 // index into P
while j<n do

if T[j] = P[k] then // P[0, ... k| matched thus far
if k=m —1 then return j—k // match is complete
j+j+1 // otherwise, try to extend match
E—k+1

else if k>0 then
k <« flk—1] // reuse suffix of P[0, ... .k — 1]

else
j< j+1 // nothing to reuse; start over at next position

return —1  // reached end without match

Hier sehen wir den kompletten Algorithmus findKMP (). Er berechnet als erstes die Fail-
ure-Funktion f(k) mittels des Algorithmus computeFailKMP(), auf den wir in Kiirze
zuriickkommen werden.

findKMP () verwendet zwei laufende Indizes, den Index j in 7" und den Index k in P.
Beide Indizes stehen zunichst am Anfang von T bzw. P, und werden dann innerhalb
einer einzigen Schleife verwaltet. Diese Schleife wird spétestens beendet, wenn j am Ende
von T angekommen ist.

Innerhalb der Schleife vergleichen wir zunéchst die beiden aktuellen Zeichen T'[j] und
P[k] miteinander. Sind sie identisch, dann kénnen wir Erfolg vermelden, falls k bereits
am Ende von P angelangt ist. Falls nicht, fahren wir mit dem n#chsten Zeichenpaar in
T und P fort.

Sind die beiden aktuellen Zeichen verschieden, dann unterscheiden wir, ob wir irgendwo
in der Mitte des Musters P stehen, oder ob gleich das erste Zeichen von P nicht gepasst
hat. Im letzteren Fall bleibt uns nichts anderes iibrig, als im Text um ein Zeichen vorzu-
riicken und im Muster wieder beim ersten Zeichen zu beginnen. Dies ist der 3. Zweig der
if-else if-else-Anweisung.

Der interessante Fall tritt ein, wenn das ungleiche Paar irgendwo in der Mitte von P
auftritt. In diesem Fall ist k£ > 0, und alle vorhergehenden Vergleiche fiir kleinere Werte
von k waren erfolgreich. Dies nutzen wir nun aus, indem wir das Muster so weit wie
moglich vorriicken, bis es ggf. wieder passen kann. Wir suchen also die Lange seines
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langsten Prafix, fiir das alle unmittelbar vorhergehenden Vergleiche erfolgreich waren.
Diesen Wert finden wir definitionsgemé8 in f(k — 1). Auf diesen Wert setzen wir also
unseren Index k und iiberspringen damit die Vergleiche am Anfang des Musters, von
denen wir wissen, dass sie erfolgreich ausfallen wiirden. Laut der Failure-Funktion sind
diese Zeichen am Anfang des Musters ja mit den zuletzt betrachteten Zeichen des Musters
und damit auch des Texts identisch! Erst ab dem néchsten Zeichen setzen wir also unsere
zeichenweisen Vergleiche fort.

findKMP (): Beispiel [Slide 9]

Sehen wir nun £indKMP () in Aktion. Zu Beginn sind alle Vergleiche erfolgreich, und beide
Indizes j und k werden gemeinsam hochgezahlt, bis zum ungleichen Paar a und e am
Index j = k = 10. Das letzte gleiche Paar befand sich also am Index 9. Wir setzen also
nun k auf f(9) = 3, und lassen j unberiithrt. Damit wird das Prifix abr der Linge 3
ibersprungen und als nichstes T'[10] mit P[3] verglichen. In der Animation werden diese
durch entsprechende Einriickung des Musters P untereinander ausgerichtet.

Dieser Vergleich ergibt Ubereinstimmung, und beide Indizes werden inkrementiert.

Der nichste Vergleich von T[11] mit P[4] schlagt allerdings fehl. Hier haben wir nun
bereits k = 4 erfolgreiche Vergleiche, einen expliziten, griin markiert, und drei implizite,
blau markiert. Damit konsultieren wir wiederum f(k — 1), um ggf. ein iibereinstimmen-
des Préfix zu iiberspringen. Dies kénnen wir in der Tat tun; unser langstes Prafix hat
immerhin die Lange f(3) = 1. Auf diesen Wert setzen wir nun also k.

An dieser Stelle schligt bereits der erste explizite Vergleich von T'[11] mit P[1] fehl; das
b des Musters stimmt nicht mit dem Leerzeichen des Texts iiberein. Wir haben jedoch
bereits den einen impliziten erfolgreichen Vergleich des a und konsultieren deshalb f(0),
was jedoch zwangslaufig 0 ergibt.

Der nichste interssante Moment ereignet sich nach dem tibereinstimmenden Musterpréfix
ab beim ungleichen Paar T'[14] = e und P[2] = r. Hier liefert uns f(1) = 0. Wir kénnen
also an dieser Stelle kein {ibereinstimmendes Préfix iberspringen.

Von nun an fallt der Vergleich bereits des ersten Zeichens des Musters jeweils negativ
aus, bis am Ende das Muster tatséchlich im Text gefunden wird.

findKMP (): Beispiel [Slide 10]

k 01 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Pkl a b r a k a d a b r e
f(k) 00 01 01 01 2 3 0
albjrialk|ald|a|b|r|a albje|r albjr|ialk|al|d|a|b|r|e
albjr|ialk|lal|d|la|b|r|e
albir|alk|a|d|a|b|r|e
albfrialklald|a|b|r|e
albjrialklald|a|b|r|e
albjrialklald|a|b|r|e
alb|r|alk|ald|alb|r|e
alb|r|alk|ald|a|b|r
alb|r|alk|a|d|alb|r|e
alb|rialk|lald|a|b|r|e

Griine Felder markieren Ubereinstimmungen zwischen T'[5] und P[k], rote Felder
Nicht-Ubereinstimmungen. Blaue Felder wurden iiberhaupt nicht verglichen, da
feststeht, dass der Vergleich Ubereinstimmung ergeben wiirde.
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3 KMP Failure-Funktion

Video 3 beginnt hier.

KMP Failure-Funktion: Algorithmus [Slide 11]

Algorithm computeFailKMP(P):
Require: a pattern P of m characters.
Ensure: f[k] is the length of the longest prefix of P
that is also a suffix of P[1,... k]
f<«[0,...,0] // array of m zeros
i1
k<0
while j <m // compute f[j| during this pass, if nonzero
if P[j] = P[k] then // k + I characters match thus far
fl e k+1
j—ij+1
k—k+1
else if k>0 // k follows a matching prefix
k « flk—1] // reuse suffix of P[0, ..., k— 1]

else // no match found starting at j
j« j+1 // nothing to reuse; start over at next position
return f

e Diese Funktion wendet das KMP-Prinzip an, um das Muster mit sich selbst
zu vergleichen.

o Da immer j > k ist, ist f(k — 1) immer definiert, wenn es benétigt wird.

Wenden wir uns nun, wie versprochen, der Berechnung der Failure-Funktion zu. Sie er-
fordert, dass wir Prifixe von P weiter hinten in P suchen, wo sie als Suffixe von P[1, ..., k|
enden. Fiir diese Suche kénnen wir genialerweise — den KMP-Algorithmus nutzen!

Natiirlich rufen wir nicht buchstéblich den KMP-Algorithmus mit dem Muster P auf sich
selbst auf; das wire sinnlos. Aber wir konnen die Idee des KMP-Algorithmus nutzen, um
Prifixe von P in P zu suchen. KMP benotigt die Failure-Funktion, und diese wollen wir
ja gerade erst berechnen! Dies hindert uns jedoch nicht, denn immer, wenn wir bei der
Suche die Failure-Funktion konsultieren, ist der Teil, den wir benotigen, bereits bekannt.

Genau wie im £indKMP ()-Algorithmus verwalten wir also wieder zwei Indizes j und k. j
geht durch den Text, der hier identisch ist mit P, und k geht durch das Muster P und zahlt
die Anzahl der erfolgreich verglichenen Zeichen, genau wie im findKMP ()-Algorithmus.

In der Schleife vergleichen wir P[k] mit P[j] anstelle von T[j]. Bei Ubereinstimmung wird
die Lange f[j] des aktuellen Suffix, das bei P[j] endet, auf die Anzahl k 4+ 1 der bisher
iibereinstimmenden Zeichen gesetzt. Statt wie bei £indKMP () zu priifen, ob das Muster
komplett iibereinstimmt, setzen wir hier die Anzahl der iibereinstimmenden Zeichen des
aktuellen Préfix.

Anschlieflend inkrementieren wir j und k.

Dies ist auch schon der einzige Unterschied zu £indKMP (). Wie bei £indKMP () konsultie-
ren wir auch hier f(k — 1). Dieser Wert ist zu diesem Zeitpunkt bereits fertig berechnet,
denn j ist immer grofer als k, und wir weisen nur an f[j] zu und lesen nur f[k — 1] aus.

Wir zeigen folgendermaflen, dass j tatséchlich immer groler ist als k: Zu Beginn wird
j > k initialisiert. Anschlieend werden immer entweder sowohl j als auch k oder nur j
inkrementiert. Die einzige weitere Zuweisung an k ist der Wert f[k—1]. Auch dieser muss
jedoch kleiner sein als j, denn bei der Zuweisung von k& + 1 an f[j] kann k£ + 1 maximal




Animation

gleich j sein.

Fassen wir zusammen: Die Funktion £indKMP () ruft computeFailKMP () auf, um die Fail-
ure-Funktion zu berechnen, und computeFailKMP () ist ihrerseits eine einfache Variante
von £indKMP (), die diese Failure-Funktion selbst verwendet, wahrend sie diese iiberhaupt
erst berechnet. Geniall

computeFailKMP (): Beispiel [Slide 12]

Sehen wir nun computeFailKMP() in Aktion. Der rote Ring zeigt den Text-Index j, und
der dunkelblaue Ring den Muster-Index k.

Zu Beginn sind k = 0 und j = 1. P[k] und P[j] werden miteinander verglichen. In der
unteren Zeile notieren wir fiir jedes Zeichen P[k] den Wert der Failure-Funktion f[k], also
die Lange des langsten Prifix von P, das zugleich ein Suffix von P bis einschlieBlich zum
roten Ring ist.

Zu Beginn ist a nicht gleich b, und auch nicht gleich r. Es gibt also bis einschlieflich
j = 2 keine iibereinstimmenden Pr#- und Suffixe, d.h. deren maximale Lénge ist jeweils
0.

Bei j = 3 haben wir tatséchlich P[0] = P[3] = a. Hier haben wir also unser erstes
Prafix=Suffix der Lange 1 gefunden. Mit anderen Worten, das Prifix a von P ist auch
ein Suffix von P[1,...,3]. Also ist f[3] = k+1 =1, was wir am Index j = 3 in der Tabelle
vermerken.

Um zu sehen, ob sich dieses gemeinsame Pré- und Suffix verlingern 1asst, inkrementieren
wir nun j auf 4 und k auf 1, und vergleichen weiter. Nun stimmen P[j] und P[k] allerdings
nicht iiberein. Dieses Préfix lasst sich also nicht verlangern.

Dank der vorherigen Ubereinstimmung ist k& > 0. Entsprechend setzen wir k nun auf
flk=1] = f[0] = 0.

Bei der néchsten Iteration stimmen P[k] und P[j] (mit j = 4) wieder nicht {iberein. Da
k = 0 ist, wird nun j auf 5 inkrementiert.

Nun haben wir wieder eine Ubereinstimmung von P[j] mit P[k], und setzen f[5] entspre-
chend auf 1.

Die nichste Ubereinstimmung erfolgt bei 7 = 7 und k = 0. Wir setzen entsprechend
f[7] = 1 und inkrementieren j und k. Hier haben wir wiederum eine Ubereinstimmung
zwischen P[j] und P[k], die beide ein b sind. Nun ist k£ = 1, also setzen wir f[8] = k+1 = 2.

Genauso setzen wir bei der néchsten Iteration f[9] = 3.

Bei der folgenden Iteration haben wir keine Ubereinstimmung mehr, aber k = 3 ist grofer
als 0. Also setzen wir k auf f[2] = 0.

Nun folgt die letzte Iteration, in der der Vergleich zwischen P[j] und P[k] negativ ausfillt
und k = 0 ist. Daher wird lediglich j inkrementiert. Nun ist j = m, die Schleife endet
und die Failure-Funktion ist fertig berechnet.
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Erklarung

KMP: Laufzeitanalyse [Slide 13|

Video 4 beginnt hier.
Sei s = j — k < n die aktuelle Verschiebung des Musters im Verhéltnis zum Text.

Bei jeder Iteration der while-Schleife tritt genau einer der folgenden Fille auf:

1. Ist T'[j] = PIk], dann wachsen j und k jeweils um 1; s bleibt also unveréndert.

2. Ist T[j] # Plk] und k > 0, dann bleibt j unveréndert, und s wichst von j — k
auf j— f(k—1),alsoum k— f(k—1) > 1.

3. Ist T[j] # P[k] und k=0, dann wéchst j um 1 und s wéchst um 1, da k
unverdndert bleibt.

Bei jeder Iteration wachsen daher j oder s (oder beide) um mindestens 1. Die Ge-
samtzahl der Iterationen ist daher maximal 2n.

Entweder geht es im Text weiter, oder das Muster wird weitergeschoben.

Die Analyse von computeFailKMP () verlduft analog, mit einem Muster der Lénge
m, das mit sich selbst verglichen wird; ihre Laufzeit ist also O (m).

Es folgt die folgende Proposition:

Force-Algorithmus?

zuriick, im Gegensatz zum Brute-Force-Algorithmus.

im Text zuriickliefert.

innerhalb der Schleife entwickelt:
Im ersten Zweig wachsen j und k jeweils um 1; s bleibt also unveréndert.

Im zweiten Zweig bleibt j unverindert, und s wéchst von j—k auf j— f (k— 1), also
um k — f (k—1). Dieser Wert ist >1, da k immer grofler ist als f(k — 1), wie wir bereits
gesehen haben.

Im dritten Zweig bleibt k unverédndert und j wachst um 1, also wachst auch s um 1.

In jeder Iteration wird also entweder das Muster weitergeschoben, indem s erh6ht wird,
2n.

mit sich selbst verglichen wird. Ihre Laufzeit ist also O (m).

findKMP () also O(m)+ O(n). Dies lisst sich auf O(n) begrenzen, indem man findKMP ()
vor dem Aufruf von computeFailKMP () abbricht, falls m > n ist.

Damit haben wir die folgende Proposition bewiesen:
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Die Eleganz des KMP-Algorithmus haben wir soeben nachgewiesen. Uns interessiert aber
natiirlich auch sein asymptotisches Laufzeitverhalten. Ist es wirklich besser als der Brute-

Die entscheidende Beobachtung ist, dass es bei jeder Iteration der Schleife entweder im
Text vorwarts geht, oder das Muster wird weitergeschoben. Im Text geht es niemals

Um dies zu zeigen, definieren wir uns eine Hilfvariable s, die die aktuelle Verschiebung
des Musters im Verhéltnis zum Text angibt. Diese Verschiebung betragt im Algorithmus
genau j — k Zeichen und ist genau der Wert, den £indKMP () als Fundstelle des Musters

Nun analysieren wir, wie sich s in jedem der drei Zweige der if-else if-else-Anweisung

oder es geht im Text vorwérts, indem j inkrementiert wird. Da beides jeweils nicht haufi-
ger passieren kann als der Text lang ist, ist die Gesamtzahl der Iterationen also maximal

Die Analyse von computeFailKMP () verlduft analog, mit einem Muster der Léange m, das

Da £indKMP () zuerst computeFailKMP () aufruft und anschlieflend bis zu 2n Iterationen
ausfithrt, wobei jede andere Anweisung konstante Laufzeit hat, ist die Gesamtlaufzeit von



Erklarung

Erklarung

KMP: Laufzeit und Korrektheit [Slide 14|

Proposition: Der KMP-Algorithmus sucht ein Muster der Lénge m in einem Text
der Lange n in einer Laufzeit von O (m + n). Fiir m < n ist dies gleich O(n).

Anmerkung

Dies ist asymptotisch optimal.

Jeder Suchalgorithmus muss schlimmstenfalls alle Zeichen des Texts und alle Zei-
chen des Musters mindestens einmal iiberpriifen.

Korrektheit: Die Failure-Funktion garantiert, dass die iibersprungenen Vergleiche
iiberfliissig sind. (Dies folgt aus ihrer Definition.)

Der KMP-Algorithmus sucht ein Muster der Linge m in einem Text der Linge n in einer
Laufzeit von O (m + n). Fir m < n ist dies gleich O(n).

Diese lineare Laufzeit ist deutlich besser als die des Brute-Force-Algorithmus, da der
Faktor m verschwindet. Diese Laufzeit ist auch asymptotisch optimal, da schlimmstenfalls
jedes einzelne Zeichen des Texts verglichen werden muss.

Die Korrektheit des KMP-Algorithmus ergibt sich aus der Definition der Failure-
Funktion, die so konstruiert ist, dass vor dem gegebenen Zeichen im Muster keine Uber-
einstimmungen mit dem Text moglich sind.

KMP: Es geht immer vorwirts. [Slide 15]

alala|blajala|blalala|blajalal|b
alalala
alalala
alalala
alalala
alalala
alalala
alalala
alalala
alalala
alalala
alalala
alalala

alalala

Im Vergleich zum Brute-Force-Algorithmus entfallen die Vergleiche in den blauen
Dreiecken. Da die Matrix nicht mehr als O(n) Zeilen haben kann, ist die Gesamt-
anzahl der Vergleiche (griine + rote Felder) O(n).

Sehen wir hier anschaulich, wie der KMP-Algorithmus gegeniiber dem Brute-Force-
Algorithmus Zeit spart.

Wie wir nachgewiesen haben, ergibt sich die lineare Laufzeit des KMP-Algorithmus aus
der Tatsache, dass bei jeder Iteration seiner einzigen Schleife entweder das Muster vorge-
schoben oder der Index im Text inkrementiert wird. Insbesondere springt der Textindex
niemals zuriick, im Gegensatz zum Brute-Force-Algorithmus. Dies sehen wir hier sehr
schon an diesem Beispiel, das einen schlechtesten Fall fiir den Brute-Force-Algorithmus
darstellt. Anstatt griine, dreieckige Flachen zu fiillen, ziehen hier die Vergleiche ledig-
lich eine Linie, mit horizontalen Abschnitten bei Ubereinstimmungen und vertikalen Ab-
schnitten bei Nicht-Ubereinstimmungen. Da bei Nicht-Ubereinstimmungen das Muster
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vorwartsgeschoben wird, ist die Summe der vertikalen Abschnitte auf n — m begrenzt.
Damit ist die maximale Gesamtzahl der Vergleiche die Summe der horizontalen plus der
vertikalen Abschnitte, also O(n).

4 Epilog

Epilog [Slide 16]

Selbst so ein einfaches Problem wie die String-Suche lasst sich in seiner asymptoti-
schen Laufzeit deutlich verbessern —

e dank einer durch sorgfiltiges Hinschauen gewonnenen Einsicht, und
o auf Kosten eines etwas komplizierteren Algorithmus.

Das Ergebnis ist in seiner Eleganz ein Schmuckstiick der Algorithmik.

Dies war die wunderbare Erzéhlung vom Musterabgleich, uns allen alltdglich bekannt
durch die Suchfunktion in Web-Browsern und Textverarbeitungen. Diese simple Aufgabe
birgt erstaunliches Potenzial fiir algorithmische Kreativitat. Unter den vielen Suchalgo-
rithmen ist der Knuth-Morris-Pratt-Algorithmus ein besonders elegantes Prachtstiick,
und erzielt die optimale asymptotische Laufzeit von ©(n) im schlechtesten Fall.

Erklarung
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